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Bảng ký hiệu

H không gian Hilbert thực

E không gian Banach

E∗ không gian đối ngẫu của E

SE mặt cầu đơn vị của E

R tập các số thực

R+ tập các số thực không âm

∀x với mọi x

D(A) miền xác định của toán tử A

R(A) miền ảnh của toán tử A

A−1 toán tử ngược của toán tử A

I toán tử đồng nhất

C[a, b] không gian các hàm liên tục trên đoạn [a, b]

lp, 1 ≤ p <∞ không gian các dãy số khả tổng bậc p

Lp[a, b], 1 ≤ p <∞ không gian các hàm khả tích bậc p trên đoạn [a, b]

d(x,C) khoảng cách từ phần tử x đến tập hợp C

lim supn→∞ xn giới hạn trên của dãy số {xn}
lim infn→∞ xn giới hạn dưới của dãy số {xn}
xn → x0 dãy {xn} hội tụ mạnh về x0

xn ⇀ x0 dãy {xn} hội tụ yếu về x0

J ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc

j ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc đơn trị

Fix(T ) tập điểm bất động của ánh xạ T
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Mở đầu

Bài toán bất đẳng thức biến phân trong không gian vô hạn chiều được

nhà toán học người Italia là G. Stampacchia và các đồng sự đưa ra lần đầu

tiên vào những năm đầu của thập niên 60 thế kỉ XX trong khi nghiên cứu

về bài toán biên tự do (xem [7], [9], [10] và [11]). Bài toán bất đẳng thức

biến phân có vai trò quan trọng trong nghiên cứu toán học lý thuyết về

bài toán tối ưu, bài toán điều khiển, bài toán cân bằng, bài toán bù, bài

toán giá trị biên v.v... Bên cạnh đó, bài toán bất đẳng thức biến phân còn

có nhiều ứng dụng trong các bài toán thực tế như mô hình cân bằng trong

kinh tế, giao thông, bài toán khôi phục tín hiệu, bài toán công nghệ lọc

không gian, bài toán phân phối băng thông v.v... Do đó, việc nghiên cứu

các phương pháp giải bất đẳng thức biến phân đang là một trong những

đề tài thu hút được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trong

và ngoài nước và nhiều kết quả sâu sắc đã được thiết lập.

Đề tài luận văn giới thiệu và trình bày lại hai phương pháp lặp hiện giải

bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động chung của nửa nhóm ánh

xạ không giãn trong trong không gian Banach trong bài báo [6] công bố

năm 2017.

Nội dung của luận văn được trình bày trong hai chương. Chương 1 giới

thiệu về bài toán bất đẳng thức biến phân trong không gian hữu hạn chiều,

không gian Hilbert và không gian Banach, trình bày mối liên hệ giữa bài

toán bất đẳng thức biến phân với một số bài toán liên quan. Chương 2

trình bày hai phương pháp lặp xấp xỉ nghiệm bài toán bất đẳng thức biến

phân trên tập điểm bất động chung của nửa nhóm không giãn trong không

gian Banach, trình bày sự hội tụ mạnh của các phương pháp và đưa ra ví
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Chương 1

Bất đẳng thức biến phân và một số

bài toán liên quan

Chương này giới thiệu bài toán bất đẳng thức biến phân trong không

gian hữu hạn chiều và vô hạn chiều cùng một số bài toán liên quan đến

bất đẳng thức biến phân. Nội dung của chương được tổng hợp từ các tài

liệu [1], [2], [3], [5] và [8].

1.1 Bài toán bất đẳng thức biến phân trong không gian

hữu hạn chiều

1.1.1 Điểm bất động và phép chiếu mêtric

Ký hiệu RN là không gian Euclid N chiều có tích vô hướng và chuẩn

tương ứng ký hiệu là 〈., .〉 và ‖.‖.

Định nghĩa 1.1.1 Cho C là một tập hợp khác rỗng, F là một ánh xạ từ

C vào C. Một điểm x ∈ C được gọi là điểm bất động của ánh xạ F nếu

F (x) = x.

Tập tất cả các điểm bất động của F được ký hiệu là Fix(F ), nghĩa là

Fix(F ) =
{
x ∈ C : F (x) = x

}
.

Nhận xét 1.1.2 Điểm bất động của ánh xạ F là nghiệm của phương trình

toán tử F (x)− x = 0.
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Định nghĩa 1.1.3 Cho X là một không gian mêtric với khoảng cách d.

Ánh xạ F : X → X được gọi là một ánh xạ co nếu

d(F (x), F (y)) ≤ θd(x, y) x, y ∈ X, (1.1)

ở đây θ là hằng số thỏa mãn 0 ≤ θ < 1.

Nếu θ = 1, F được gọi là ánh xạ không giãn.

Ví dụ 1.1.4 (a) Ánh xạ F : R → R xác định bởi F (x) =
1

2
x (hoặc

F (x) = cos x) là ánh xạ co (tương ứng, là ánh xạ không giãn).

(b) Ánh xạ F : R2 → R2 xác định bởi F (x) =
1

3
Ax (hoặc F (x) =

1√
2
Ax)

với A =

(
1 1

−1 1

)
và x =

(
x1

x2

)
là ánh xạ co (tương ứng, là ánh xạ

không giãn).

Định lý 1.1.5 (Nguyên lý ánh xạ co Banach) (xem [2]) Nếu X là không

gian mêtric đầy đủ và nếu F : X → X là ánh xạ co, thì tồn tại duy nhất

một điểm bất động của ánh xạ F .

Nhận xét 1.1.6 (a) Định lý 1.1.5 nói chung không đúng khi F là ánh xạ

không giãn. Chẳng hạn F : RN → RN xác định bởi F (x) = x, là ánh

xạ không giãn và Fix(F ) = RN .

(b) Điều kiện ánh xạ co chỉ là điều kiện cần, chẳng hạn F : R → R xác

định bởi F (x) = sin x là ánh xạ không giãn và F có duy nhất điểm

bất động Fix(F ) = {0}.

Định lý 1.1.7 (Định lý điểm bất động Brouwer) (xem [3]) Nếu F là

ánh xạ liên tục từ hình cầu đóng B ⊂ RN vào chính nó thì F có ít nhất

một điểm bất động.

Chú ý 1.1.8 (a) Nếu F không liên tục thì F vẫn có thể có điểm bất động.

Chẳng hạn F : [0, 1] → [0, 1] xác định bởi F (x) = 0 nếu −1 ≤ x < 1

và F (x) = 1 nếu x = 1 là ánh xạ không liên tục trên [0, 1] và Fix(F ) =

{0, 1}.
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(b) Trong Định lý 1.1.7 ta có thể thay hình cầu đóng B bởi một tập con

lồi compact của RN .

Sau đây ta nhắc lại một số khái niệm về tập lồi và hàm lồi.

Cho hai điểm a, b ∈ RN . Tập tất cả các điểm x = (1 − λ)a + λb với

0 ≤ λ ≤ 1 gọi là đoạn thẳng (đóng) nối a và b, và được ký hiệu là [a, b].

Định nghĩa 1.1.9 Tập C ⊆ RN được gọi là tập hợp lồi nếu với mọi

x, y ∈ C và với mọi λ ∈ [0, 1] ta có

λx+ (1− λ)y ∈ C.

Nói cách khác, tập C ⊆ RN là tập lồi nếu nó chứa mọi đoạn thẳng nối hai

điểm bất kì thuộc nó.

Ví dụ 1.1.10 Trong không gian RN , các tập hợp sau đây là các tập lồi:

(a) hình cầu đóng tâm x0 bán kính r: B(x0, r) = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈
RN : ‖x− x0‖ ≤ r};

(b) nửa không gian đóng Hα = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 〈a, x〉 ≤ α};

(c) hình đa diện ∆ = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 〈A, x〉 ≤ b},

trong đó x0 ∈ RN , r là số thực dương, a ∈ RN , α ∈ R, A là ma trận thực

cỡ M ×N , b ∈ RM .

Định nghĩa 1.1.11 Cho C là tập con của không gian RN , f : C →
[−∞,+∞] là hàm tùy ý.

(a) Miền hữu hiệu của hàm f , ký hiệu và định nghĩa bởi:

domf =
{
x ∈ C : f(x) < +∞

}
. (1.2)

(b) Tập trên đồ thị của hàm f ký hiệu và định nghĩa bởi:

epif :=
{

(x, α) ∈ C × R : f(x) ≤ α
}

(1.3)

(c) Nếu domf khác rỗng và f(x) > −∞ với mọi x ∈ C thì ta nói rằng

hàm f là chính thường.


